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Falki logistyczne i ich zastosowania

Grzegorz Rządkowski

Politechnika Warszawska, Wydział Zarządzania

‘Styczniowe’ Wirtualne Seminarium z Badań Operacyjnych
17 stycznia 2022r
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Informacje

Badania zostały częściowo sfinansowane z projektu “IDUB against
COVID-19” ze środków Politechniki Warszawskiej w ramach
Programu Inicjatywa Doskonałości-Uczelnia Badawcza (IDUB)

Prezentacja została opracowana głównie na podstawie pracy:

Rządkowski, G.; Figlia, G. Logistic Wavelets and Their Application
to Model the Spread of COVID-19 Pandemic. Appl. Sci. 2021, 11,
8147. https://doi.org/10.3390/app11178147

Dane są uaktualnione
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Co znajduje się w prezentacji?

Zagadnienia
Funkcja logistyczna, równanie logistyczne
Równanie Riccatiego, wzór na ntą pochodną
Wielomiany pochodnych
Falki (wavelets)
Falki logistyczne
Zastosowanie do modelowania rozprzestrzeniania się
COVID-19
Co można byłoby jeszcze zrobić?
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Oznaczenia

Dla transformaty Fouriera stosujemy konwencję:

f̂(ξ) = 1√
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iξxdx, (1)

gdzie f ∈ L1(R) ∩ L2(R).
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Funkcja logistyczna
Równanie logistyczne jest równaniem różniczkowym
autonomicznym i ma postać

u′(t) = s
umax

u(umax − u), u(0) = u0. (2)

gdzie t jest czasem, u = u(t) jest poszukiwaną funkcją a parametry
s-stromość i umax-poziom nasycenia są stałymi. Krzywą całkową
u(t) spełniającą warunek 0 < u(t) < umax nazywamy funkcją
logistyczną.

Po rozwiązaniu (2) otrzymujemy funkcję logistyczną w postaci

u(t) = umax
1+ e−s(t−t0)

, (3)

gdzie t0 jest punktem przegięcia, związanym z warunkiem
początkowym u(0) = u0 =

umax
1+ est0

, a więc

t0 =
1
s log

(umax − u0
u0

)
. Zachodzi u(t0) = umax/2.
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Przykładowa krzywa logistyczna

dla parametrów umax = 7, t0 = 1.9, s = 1.5.
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Równanie Riccatiego
Równanie (2) jest szczególnym przypadkiem równania Riccatiego o
stałych współczynnikach

u′(t) = r(u − u1)(u − u2). (4)
Stałe r ̸= 0, u1, u2 są liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi.

Theorem
Jeżeli u(t) jest rozwiązaniem równania (4) to pochodna u(n)(t)
(n = 2, 3, 4, . . .) jest wielomianem samej funkcji u(t):

u(n)(t) = rn
n−1∑
k=0

⟨
n
k

⟩
(u − u1)

k+1(u − u2)
n−k (5)

n = 2, 3, . . .,
⟨

n
k

⟩
oznacza liczbę Eulerowską (Eulerian number).

Definicja kombinatoryczna - liczba permutacji zbioru {1, 2, . . . , n}
mających k, (k = 0, 1, 2, . . . , n − 1) wzrostów.
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Tablica (trójkąt) Riordana dla liczb Eulerowskich

n
⟨

n
0

⟩ ⟨
n
1

⟩ ⟨
n
2

⟩ ⟨
n
3

⟩ ⟨
n
4

⟩ ⟨
n
5

⟩ ⟨
n
6

⟩ ⟨
n
7

⟩
0 1
1 1 0
2 1 1 0
3 1 4 1 0
4 1 11 11 1 0
5 1 26 66 26 1 0
6 1 57 302 302 57 1 0
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

Table: Liczby Eulerowskie

⟨
n + 1

k

⟩
= (k + 1)

⟨
n
k

⟩
+ (n − k + 1)

⟨
n

k − 1

⟩
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Wielomiany pochodnych (derivative polynomials)

Kilka pierwszych wielomianów pochodnych (dla r = −1, u1 = 0,
u2 = 1):

u′(t) =u(1− u) = −u(u − 1) = P2(u),
u′′(t) =u(u − 1)2 + u2(u − 1) = P3(u),
u′′′(t) =− u(u − 1)3 − 4u2(u − 1)2 − u3(u − 1) = P4(u),

u(4)(t) =u(u − 1)4 + 11u2(u − 1)3 + 11u3(u − 1)2 + u4(u − 1) = P5(u),
u(5)(t) =− u(u − 1)5 − 26u2(u − 1)4 − 66u3(u − 1)3 − 26u4(u − 1)2

− u5(u − 1) = P6(u).
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Wielomiany pochodnych, wykresy

(a) P2(u) (b) P3(u)
(c) P4(u)

(d) P5(u) (e) P6(u)

Figure: Wielomiany pochodnych Pk(u), k = 2, 3, 4, 5, 6 dla u ∈ [0, 1].
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Falki (wavelets)

Rozpatrujemy funkcję (falkę matkę) ψ(x) ∈ L2(R). Funkcja ψ(x)
powinna spełniać tzw. warunek dopuszczalności

2π
∫ ∞

−∞
|ξ|−1|ψ̂(ξ)|2dξ <∞. (6)

Jeżeli ponadto ψ(x) ∈ L1(R) to warunek (6) jest równoważny
warunkowi

∫∞
−∞ ψ(x)dx = 0, który z punktu widzenia praktycznych

zastosowań jest tożsamy z (6).

Następnie określamy, poprzez przesunięcia i rozszerzenia,
podwójnie indeksowaną rodzinę falek:

ψa,b(x) = 1√aψ
(x − b

a
)
,

gdzie a, b ∈ R, a > 0.
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Continuous wavelet transform (cwt), ciągła transformacja
falkowa

Transformata falkowa funkcji f(x) ze względu na daną rodzinę falek
dana jest wzorem:

(Twavf)(a, b) =< f, ψa,b >=

∫ ∞

−∞
f(x) 1√aψ

(x − b
a

)
dx

.
W Wikipedii można obejrzeć ciekawą animację na temat cwt...
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Falki pochodzące od drugiej pochodnej funkcji logistycznej

Definiujemy falkę matkę ψ2(x) jako drugą pochodną funkcji
logistycznej u(x) = 1

1+ e−x :

ψ2(x) =
1

1+ e−x

(
1− 1

1+ e−x

)(
1− 2

1+ e−x

)
=

e−2x − e−x

(1+ e−x)3 .

Jak zwykle określamy, poprzez przesunięcia i rozszerzenia,
podwójnie indeksowaną rodzinę falek logistycznych:

ψa,b
2 (x) = 1√aψ2

(x − b
a

)
,

gdzie a, b ∈ R, a > 0.
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Wykres ψ2(x)
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Logistic wavelet

Figure: Falka matka ψ2(x)

Grzegorz Rządkowski Falki logistyczne i ich zastosowania



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Implementacja ψ2(x) w Matlabie

function [psi,t] = logist(LB,UB,N,∼)
%LOGISTIC Logistic wavelet.
% [PSI,T] = LOGIST(LB,UB,N) returns values of
% the Logistic wavelet on an N point regular
% grid in the interval [LB,UB].
% Output arguments are the wavelet function PSI
% computed on the grid T.
% This wavelet has [-7 7] as effective support.
% See also WAVEINFO.
% Compute values of the Logistic wavelet.
t = linspace(LB,UB,N); % wavelet support.
psi = (exp(-2*t)-exp(-t))./(1+exp(-t)).∧3;
end
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Zastosowania - oznaczenia
Modelujemy całkowitą liczbę osób zakażonych COVID-19 za
pomocą sumy funkcji logistycznych:

f(x) =
k∑

j=1

uj, max

1+ exp(− x−bj
aj

)
,

gdzie k jest liczbą rozpatrywanych fal logistycznych.
Oznaczmy przez y∗n całkowitą liczbę zakażonych do dnia n a przez
yn, 7-dniową kroczącą średnią arytmetyczną dla szeregu czasowego
y∗n:

yn =
1
7

0∑
i=−6

y∗n+i.

Drugie różnice ciągu yn oznaczmy przez:

∆2yn = yn+1 − 2yn + yn−1.
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Zastosowania - Włochy, drugie różnice
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Zastosowania - Włochy, skalogramy

CWT coefficients for Italy (days 1-677)
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CWT coefficients for Italy (days 600-677)
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Figure: Analiza CWT dla Włoch w okresie 01.03.2020 – 08.01.2022
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Zastosowania - Włochy, aproksymacja sumą funkcji
logistycznych
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Zastosowania - Włochy

Prognoza dla Włoch inż. Del Vecchio za pomocą programu Loglet
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Zastosowania - Polska, drugie różnice
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Zastosowania - Polska, skalogram, okres od 15.03.2020 do
11.01.2022

CWT coefficients for Poland (days 1-667)
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Zastosowania - Polska, aproksymacja sumą funkcji
logistycznych
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Zastosowania - Polska, drugie różnice po usunięciu
ostatniej fali logistycznej
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Zastosowania - Polska, skalogramy po usunięciu ostatniej
fali logistycznej

CWT coefficients for Poland (days 1-668)
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CWT coefficients for Poland (without last wave) (days 630-668)
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Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03.2020 – 12.01.2022
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Zastosowania - Polska 3 dni później, skalogramy po
usunięciu ostatniej fali logistycznej

CWT coefficients for Poland without the last wave (days 1-671)
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CWT coefficients for Poland without the last wave (days 630-671)
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Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03.2020 – 15.01.2022
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Zastosowania - Polska 5 dni później, skalogramy po
usunięciu ostatniej fali logistycznej

CWT coefficients for Poland, without the last wave (days 1-673)
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CWT coefficients for Poland, without the last wave (days 630-673)
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Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03.2020 – 17.01.2022
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Co można byłoby jeszcze zrobić?

Wykorzystanie falek logistycznych wyższych rzędów
Falki Gompertza.
Falki dla uogólnień funkcji logistycznej.
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