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Informacje

Badania zostaty czesciowo sfinansowane z projektu “IDUB against
COVID-19" ze srodkéw Politechniki Warszawskiej w ramach
Programu Inicjatywa Doskonatosci-Uczelnia Badawcza (IDUB)

Prezentacja zostata opracowana gtdéwnie na podstawie pracy:

Rzadkowski, G.; Figlia, G. Logistic Wavelets and Their Application
to Model the Spread of COVID-19 Pandemic. Appl. Sci. 2021, i1,
8147. https://doi.org/10.3390/app11178147

Dane sa uaktualnione
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Co znajduje sie w prezentacji?

Zagadnienia

Funkcja logistyczna, réwnanie logistyczne
Réwnanie Riccatiego, wzér na nta pochodna
Wielomiany pochodnych

Falki (wavelets)

Falki logistyczne

Zastosowanie do modelowania rozprzestrzeniania si¢
COVID-19

Co mozna bytoby jeszcze zrobic?
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Oznaczenia

Dla transformaty Fouriera stosujemy konwencje:
~ 1 o0 i
= — x)e” “¥dx, 1
==/ (1

gdzie f€ L}(R) N L2(R).
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Funkcja logistyczna

Réwnanie logistyczne jest réwnaniem rézniczkowym
autonomicznym i ma postaé

U(D) = — u(umax — 1), u(0) = w. (2)

Umax

gdzie t jest czasem, u = u(t) jest poszukiwang funkcja a parametry
s-stromos$¢é i umax-pOziom nasycenia sg statymi. Krzywa catkowa
u(t) spetniajacg warunek 0 < u(t) < umax Nnazywamy funkcja
logistyczna.
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Funkcja logistyczna

Réwnanie logistyczne jest réwnaniem rézniczkowym
autonomicznym i ma postaé

U(D) = — u(umax — 1), u(0) = w. (2)

Umax

gdzie t jest czasem, u = u(t) jest poszukiwang funkcja a parametry
s-stromos$¢é i umax-pOziom nasycenia sg statymi. Krzywa catkowa
u(t) spetniajacg warunek 0 < u(t) < umax Nnazywamy funkcja
logistyczna.

Po rozwiazaniu (2) otrzymujemy funkcje logistyczna w postaci

Umax
u(t) = 14 est—t)’ (3)

gdzie ty jest punktem przegiecia, zwigzanym z warunkiem

pocqutkowym u(0) = ug = 1 +m‘:s<t0, a wiec
to = — log (M> Zachodzi u(ty) = Umax/2.
S up
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Przyktadowa krzywa logistyczna

o =~ N WO A OO0 O N

dla parametréw upmax =7, tp = 1.9, s=1.5.
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Réwnanie Riccatiego

Réwnanie (2) jest szczegblnym przypadkiem réwnania Riccatiego o
statych wspétczynnikach

U (t) = ru—u)(u— uw). (4)

State r#£ 0, u1, up s3 liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi.
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Réwnanie Riccatiego

Réwnanie (2) jest szczegblnym przypadkiem réwnania Riccatiego o
statych wspétczynnikach

U (t) = ru—u)(u— uw). (4)

State r#£ 0, u1, up s3 liczbami rzeczywistymi lub zespolonymi.

Jezeli u(t) jest rozwigzaniem réwnania (4) to pochodna u("(t)
(n=2,3,4,...) jest wielomianem samej funkgji u(t):

(M) () = p < /n o Nk+1(,, o \n—k
u"(t) > i) (U= ) (U = ) (5)
k=0

n=23,..., <Z> oznacza liczbe Eulerowska (Eulerian number).

Definicja kombinatoryczna - liczba permutacji zbioru {1,2, ..., n}
majacych k, (k=0,1,2,...,n— 1) wzrostéw.

T = = =
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Tablica (tréjkat) Riordana dla liczb Eulerowskich

n n n n n n n n
o) (1) {2) G () (5) {e) )
0| 1
1] 1 0
2| 1 1 0
31 1 4 1 0
401 11 11 1 0
5/ 1 26 66 26 1 0
6| 1 57 302 302 57 1
7| 1 120 1191 2416 1191 120 1 0

Table: Liczby Eulerowskie

<”:1> — (k+ 1)<Z> t(n—k+ 1)<kf 1>
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Wielomiany pochodnych (derivative polynomials)

Kilka pierwszych wielomianéw pochodnych (dla r= —1, u; =0,
up =1):
U (t) =u(l — u) = —u(u—1) = Py(uv),
u"(t) =u(u— 1) + v?(u— 1) = P3(uv),
J"(t) = — u(u— 1)3 — 4u2(u— 1)2 — u3(u — 1) = P4(u),
u(4)(t) =u(u—1)*+ 11u2(u — 1)3 + 11u3(u — 1)2 + u*(u— 1) = Ps(u),
U (1) = — u(u—1)° — 2602 (u— 1)* — 660> (u — 1)° — 260*(u 200)2
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Wielomiany pochodnych, wykresy

o 015
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015 065
o1 0
01 02 03 04 7
onz 01150 02 03 04 0506 07 08 098 /1
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(a) P2(u) (b) Ps(u)
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3

0

0 0No02 03 04 65 06 07 08 09 1

005
a1

(d) Ps(u) (e) Po(u)
Figure: Wielomiany pochodnych Pi(u), k=2,3,4,5,6 dla u € [0, 1].
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Falki (wavelets)

Rozpatrujemy funkcje (falke matke) 1(x) € L?(R). Funkcja 1(x)
powinna spetnia¢ tzw. warunek dopuszczalnosci

o / €Y 0(E) Pt < o (6)

Jezeli ponadto 1(x) € L}(R) to warunek (6) jest réwnowazny
warunkowi ffooo Y(x)dx = 0, ktdry z punktu widzenia praktycznych
zastosowan jest tozsamy z (6).
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Falki (wavelets)

Rozpatrujemy funkcje (falke matke) 1(x) € L?(R). Funkcja 1(x)
powinna spetnia¢ tzw. warunek dopuszczalnosci

o / €A 0(E) P < o (6)

Jezeli ponadto 1(x) € L}(R) to warunek (6) jest réwnowazny
warunkowi f Y(x)dx = 0, ktdry z punktu widzenia praktycznych
zastosowan jest tozsamy z (6).

Nastepnie okre$lamy, poprzez przesuniecia i rozszerzenia,
podwdjnie indeksowang rodzine falek:

v = =0 (7).

gdzie a,b € R, a > 0.
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Continuous wavelet transform (cwt), ciggta transformacja

falkowa

Transformata falkowa funkgji f{x) ze wzgledu na dana rodzine falek
dana jest wzorem:

a

(T"“f)(a, b) =< fp*P >= / Z f(X)\}Elb(Xb)dx

W Wikipedii mozna obejrze¢ ciekawa animacje na temat cwt...
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Falki pochodzace od drugiej pochodnej funkcji logistycznej

Definiujemy falke matke 12(x) jako druga pochodng funkgji

logistycznej u(x) = =t
e X

—2x

Vo) 1 (1 1 )(1 2 ):e —e X

T 1tex\U 14ex)U Tiex (14 e )3
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Falki pochodzace od drugiej pochodnej funkcji logistycznej

Definiujemy falke matke 12(x) jako druga pochodng funkgji

logistycznej u(x) = =t
e X

X

1 1 2 e X — e
- ) ) - e
v2() 1+ e*X( 14 e 14+ex (1+e)3

Jak zwykle okre$lamy, poprzez przesuniecia i rozszerzenia,
podwdjnie indeksowana rodzine falek logistycznych:

13 = Sz (57,

a

gdzie a,b € R, a> 0.
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Wykres 1,(x)

Logistic wavelet
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Figure: Falka matka 1, (x)
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Implementacja 1»(x) w Matlabie

function [psi,t] = logist(LB,UB,N,~)
%LOGISTIC Logistic wavelet.

% [PSI, T] = LOGIST(LB,UB,N) returns values of
% the Logistic wavelet on an N point regular

% grid in the interval [LB,UB].

% Output arguments are the wavelet function PSI/
% computed on the grid T.

% This wavelet has [-7 7] as effective support.

% See also WAVEINFO.

% Compute values of the Logistic wavelet.

t = linspace(LB,UB,N); % wavelet support.

psi = (exp(-2%t)-exp(-t)). /(1-+exp(-t)). "3

end
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/Zastosowania - oznaczenia

Modelujemy catkowitg liczbe oséb zakazonych COVID-19 za
pomoca sumy funkgji logistycznych:

) = 3

—b
=1+ eXP(—XTjJ)

gdzie k jest liczba rozpatrywanych fal logistycznych.
Oznaczmy przez y}, catkowita liczbe zakazonych do dnia n a przez
Yn, 7-dniowa kroczaca $rednig arytmetyczna dla szeregu czasowego

Y

10
Yn = 7 Z Yoti
i=—6

Drugie réznice ciagu y, oznaczmy przez:
Az)/n = Ynt1 — 2Yn + Yn-1.
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/astosowania -

15000 Drugie réznice dla Wtoch do 08.01.2022

10000

5000

-5000

-10000

"1" oznacza 01.03.2020

Grzegorz Rzadkowski Falki logistyczne i ich zastosowania



Zastosowania - Wtochy, skalogramy

CWT coefficients for Italy (days 1-677) CWT coefficients for Italy (days 600-677)

50
45 3000 3000
40
2000 2000
35
Y 1000 . 1000
3 ]
75 0 g 0
] @
20
+1000 -1000
15
10 2000 -2000
5
-3000 -3000
100 200 300 400 500 600 600 610 620 630 640 650 660 670
Time b, days Time b, days
(a) w dniach 1-677 (b) w dniach 600-677

Figure: Analiza CWT dla Wtoch w okresie 01.03.2020 — 08.01.2022
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Zastosowania - Wtochy, aproksymacja suma funkgji

logistycznych

Wiochy

« Wartosci obserwowane  + Funkcja f(x)
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"1"-01.03.2020, "677"-08.01.2022
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Zastosowania - Wtochy

Prognoza dla Wtoch inz. Del Vecchio za pomoca programu Loglet
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Zastosowania - Polska, drugie réznice

Polska drugie réznice
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Dzieri "1" - 15.03.2020, dzier "668" - 11.01.2022
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Zastosowania - Polska, skalogram, okres od 15.03.2020 do

11.01.2022

CWT coefficients for Poland (days 1-667)

400

200

Scales a

100 200 300 400 500 600
Time b, days
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Zastosowania - Polska, aproksymacja suma funkgji

logistycznych

COVID-19 w Polsce

« Wartosci obserwowane Funkcja multilogistyczna f(x) (6 funkcji logistycznych)
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Zastosowania - Polska, drugie réznice po usunieciu

ostatniej fali logistyczne;

Polska drugie réznice po usunieciu ostatniej fali logistycznej
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Zastosowania - Polska, skalogramy po usunieciu ostatniej

fali logistycznej

CWT coefficients for Poland (days 1-668) CWT coefficients for Poland (without last wave) (days 630-668)
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Time b, days Time b, days
(a) w dniach 1-668 (b) w dniach 630-668

Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03:2020:— 12.01.2022
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Zastosowania - Polska 3 dni p6zniej, skalogramy po

usunieciu ostatniej fali logistyczne;

CWT coefficients for Poland without the last wave (days 1-671) CWT coefficients for Poland without the last wave (days 630-671)
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Time b, days Time b, days
(a) w dniach 1-671 (b) w dniach 630-671

Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03:2020:— 15.01.2022
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Zastosowania - Polska 5 dni p6zniej, skalogramy po

usunieciu ostatniej fali logistyczne;

CWT coefficients for Poland, without the last wave (days 1-673)
50 i

CWT coefficients for Poland, without the last wave (days 630-673)
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Figure: Analiza CWT dla Polski w okresie 15.03:2020:— 17.01.2022



Co mozna bytoby jeszcze zrobic¢?

@ Wykorzystanie falek logistycznych wyzszych rzedéw
o Falki Gompertza.

o Falki dla uogélnien funkgcji logistycznej.
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