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W ostatnich latach widoczny jest stały wzrost zainteresowania badaniami nad: 

• zrównoważeniem (ang. sustainability), 

• zrównoważonym rozwojem (ang. sustainable development),

• oceną zrównoważenia (ang. sustainability assessment).

Badania związane ze zrównoważeniem

Duże zainteresowanie badaczy tematem zrównoważenia obejmuje tak różne 
zagadnienia jak, m.in.: 

• planowanie energetyczne i zarządzanie energią [1], 

• transport [2],

• cyfrowe zrównoważenie [3],

• zarządzanie łańcuchem dostaw [4], 

• planowanie przestrzenne i urbanistyka [5], 

• zarządzanie projektami, produkcją i wytwarzaniem [6],

• ogólnie rozumiane zrównoważone zarządzanie [7].
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Metody wielokryterialnego wspomagania decyzji są powszechnie stosowane
w różnych problemach decyzyjnych związanych ze zrównoważeniem, np.:

• ocena zrównoważenia inwestycji infrastrukturalnych [15],

• ocena zrównoważonego cyklu życia produktów [16],

• ocena zrównoważenia technologii produkcyjnych [17],

• zrównoważone zarządzanie łańcuchem dostaw [18],

• zrównoważone planowanie i zarządzanie energetyczne [19],

• inne problemy zrównoważonego zarządzania, w tym m.in. zrównoważony
transport, wytwarzanie, gospodarka odpadami, etc. [20].

Metody wielokryterialne w badaniach nad 

zrównoważeniem

Do oceny zrównoważenia najczęściej stosowane są metody: (Fuzzy) AHP, 
WSM/SAW/WAM, PROMETHEE I i II, (Fuzzy) TOPSIS, ELECTRE, (Fuzzy) ANP

Żadna spośród stosowanych metod nie jest w pełni dopasowana do specyfiki 
problemów decyzyjnych związanych z badaniami nad zrównoważeniem.
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Cele badawcze

Cel główny:

rozwój dyskretnych metod wielokryterialnego wspomagania decyzji, aby 
były one lepiej dostosowane do problemów decyzyjnych zrównoważenia 
i jego oceny.

1: Opracowanie nowej metody WWD, pozwalającej na definiowanie liczbowe 
i stosowanie różnej siły zrównoważenia (słabego, silnego i wartości 
pośrednich) w rozwiązywanych problemach decyzyjnych.

2: Opracowanie metody WWD, w jak największym stopniu radzącej sobie 
z niepewnością, poprzez uwzględnienie niepewności danych i umożliwienie 
jak najszerszej analizy niepewności.

5

Problematyka zrównoważenia i jego oceny
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Zrównoważenie jest paradygmatem myślenia o przyszłości, 
w której wymiary - środowiskowy, społeczny i ekonomiczny -
są zbalansowane i wspólnie mają pozwalać na uzyskanie 
poprawy jakości życia. 

Zrównoważenie jest długoterminowym celem, a środkiem 
do jego uzyskania ma być zrównoważony rozwój [21].

Zrównoważenie i zrównoważony rozwój

Zrównoważony rozwój jest to rozwój maksymalizujący jednocześnie cele 
biologiczne (środowiskowe), ekonomiczne i społeczne [22,23].

Rozwój, który zaspokaja potrzeby obecnego pokolenia bez uszczerbku dla 
możliwości zaspokojenia potrzeb przyszłych pokoleń [24]. 

7

Ocena zrównoważenia

Może to być ocena ex post lub ex ante.

Ocena ex ante jest obciążona dużą niepewnością. 

Wymaga zastosowania metod i narzędzi, które radzą sobie z występowaniem 
niepewności i nieprecyzyjności danych.

Ocena zrównoważenia powinna umożliwiać decydentom wprowadzanie 
różnych preferencji i identyfikować najbardziej zrównoważone opcje [28].

Powinna obejmować podstawowe wymiary zrównoważenia (ekonomiczny, 
społeczny i środowiskowy) [29], ale może też uwzględniać wymiary 
dodatkowe.

Może ona odnosić się do:

• oceny zrównoważonego rozwoju (pomiar jego poziomu),

• oceny wpływu konkretnych działań na zrównoważony rozwój [27].
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Wymiary: ekonomiczny, społeczny i środowiskowy tworzą w zarządzaniu 
koncepcję tzw. „potrójnej dolnej linii” (3BL) (ang. triple bottom line)[30]. 

Koncepcja 3BL po raz pierwszy pojawiła się w publikacji Elkingtona [31] jako 
ogólna strategia biznesowa „win-win-win”, zakładająca jednoczesne 
odnoszenie korzyści przez firmę, jej klientów i środowisko.

Potrójna dolna linia

Według założeń 3BL

• przedsiębiorstwa powinny dążyć do 
zachowania równowagi pomiędzy dochodami, 
a interesem społecznym i ekologicznym [32]. 

9

Koncepcja słabego zrównoważenia zakłada 
wymienność kapitałów [34]. 

Ekosystem jest zrównoważony, gdy łączny 
kapitał wzrasta, nawet gdy kapitał jednego 
z wymiarów zrównoważenia zmniejsza się 
[33]. 

Ocena zrównoważenia opiera się na 
kompromisach pomiędzy poszczególnymi 
wymiarami [21].

Słabe zrównoważenie
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Koncepcja silnego zrównoważenia zakłada 
komplementarność kapitałów. 

Silne zrównoważenie wymaga wzrostu (nie 
zmniejszania się) każdego z trzech kapitałów 
[33] (rozwój maksymalizujący różne cele 
jednocześnie). 

Ocena zrównoważenia opiera się na braku 
lub niskiej substytucji między kapitałem 
naturalnym i wytworzonym przez człowieka 
[21].

Silne zrównoważenie

11

Metody wielokryterialne mogą być traktowane jako 
podzbiór metod oceny zrównoważenia, pozwalający na:

• lepsze zrozumienie wyników oceny,

• precyzyjniejsze określenie stopnia realizacji 
poszczególnych celów [39]. 

Wykorzystanie metod WWD daje większą elastyczność niż 
korzystanie z klasycznych indeksów. 

Metody WWD charakteryzują się sformalizowaną 
procedurą obliczeniową, obejmującą: normalizację danych, 
ważenie kryteriów, agregacja wydajności. 

Przewagi metod wielokryterialnego wspomagania decyzji
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PROMETHEE pozwala modyfikować siłę zrównoważenia przez odpowiednie 
definiowanie modelu preferencji:

• zwykła lub V-kształtna fun. preferencji powoduje, że PROMETHEE II działa 
jak metoda Bordy lub WSM/SAW [46-48] – słabe zrównoważenie [49],

• V-kształtna fun. preferencji z obszarem nierozróżnialności  z odpowiednimi 
wartościami progów pozwala uzyskać silniejsze zrównoważenie [40].

Progi pozwalają uwzględnić w problemie decyzyjnym niepewność preferencji 
[37].

PROMETHEE nie wymaga niezależności kryteriów (metoda outrankingowa) 
[31].

PROMETHEE II oferuje pełną porównywalność alternatyw z zastosowaniem 
globalnej skali ocen [-1,1].

Fuzzy PROMETHEE uwzględnia niepewność preferencji, wag kryteriów 
i wydajności alternatyw.

Cechy metody PROMETHEE II

13

Metody PROSA 

(PROMETHEE for Sustainability Assessment)

14

1: Opracowanie nowej metody WWD, pozwalającej na definiowanie liczbowe 
i stosowanie różnej siły zrównoważenia (słabego, silnego i wartości 
pośrednich) w rozwiązywanych problemach decyzyjnych.
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PROMETHEE II - Wariant I

Procedura PROMETHEE II

PROMETHEE II - Wariant II
1. Określenie odchyleń na podstawie porównań parami

𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑗 𝑎 − 𝑐𝑗 𝑏

𝑐𝑗 𝑎 – wydajność alternatywy 𝑎 na j-tym kryterium

2. Zastosowanie funkcji preferencji

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑓𝑘 𝑑𝑗 𝑎, 𝑏

fk - k-ta funkcja preferencji

3. Obliczenie zagregowanych indeksów preferencji

𝜋 𝑎, 𝑏 = σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

4. Obliczenie pozytywnych i negatywnych przepływów preferencji

𝜙+(𝑎) =
σ𝑖=1
𝑀 𝜋 𝑎,𝑏𝑖

𝑚−1
; 𝜙−(𝑎) =

σ𝑖=1
𝑀 𝜋 𝑏𝑖,𝑎

𝑚−1

M – liczba alternatyw

5. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = 𝜙+ 𝑎 − 𝜙−(𝑎)

1. Określenie odchyleń na podstawie porównań parami

𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑗 𝑎 − 𝑐𝑗 𝑏

𝑐𝑗 𝑎 – wydajność alternatywy 𝑎 na j-tym kryterium

2. Zastosowanie funkcji preferencji

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑓𝑘 𝑑𝑗 𝑎, 𝑏

fk - k-ta funkcja preferencji

3. Obliczenie przepływów preferencji dla pojedynczych kryteriów

𝜙𝑗 𝑎 =
σ𝑖=1
𝑀 𝑃𝑗 𝑎,𝑏𝑖 −𝑃𝑗 𝑏𝑖,𝑎

𝑀−1

M – liczba alternatyw

4. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

---- modelowanie preferencji
---- agregacja preferencji
---- eksploatacja rozwiązania [50]

15

Metody PROMETHEE i PROSA rozpatrują dyskretne problemy decyzyjne, złożone ze zbioru 
𝐴 = {𝑎, 𝑏, … ,𝑚} liczącego 𝑀 alternatyw i zbioru 𝐶 = 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛 liczącego 𝑛 kryteriów.

PROMETHEE:

efekt kompensacji

3. Obliczenie zagregowanych indeksów preferencji

𝜋 𝑎, 𝑏 = σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

4. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

𝜙𝑛𝑒𝑡(𝑎)=0,2-0,5+0,3=0

𝜙𝑛𝑒𝑡(𝑏)=0,1-0,3+0,2=0

16
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PROMETHEE:

efekt kompensacji

3. Obliczenie zagregowanych indeksów preferencji

𝜋 𝑎, 𝑏 = σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

4. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

𝜙𝑛𝑒𝑡(𝑎) rośnie liniowo, zależnie od 𝜙𝑗 𝑎

Stopień kompensacji kryteriów, z wyłączeniem etapu modelowania preferencji, jest
wysoki.

17

𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒂)=𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒃)=0,5

𝝓𝟏(𝒂)=0,1
𝝓𝟐(𝒂)=0,9

𝝓𝟏(𝒃)=0,75
𝝓𝟐(𝒃)=0,25

𝒘𝟏 = 𝒘𝟐=0,5

Procedura PROSA-C – Wariant I

Etapy PROMETHEE II Rozszerzenie PROSA

18

1. Określenie odchyleń na podstawie porównań parami

𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑗 𝑎 − 𝑐𝑗 𝑏

𝑐𝑗 𝑎 – wydajność alternatywy 𝑎 na j-tym kryterium

2. Zastosowanie funkcji preferencji

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑓𝑘 𝑑𝑗 𝑎, 𝑏

fk - k-ta funkcja preferencji

3. Obliczenie zagregowanych indeksów preferencji

𝜋 𝑎, 𝑏 = σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 × 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

4. Obliczenie pozytywnych i negatywnych przepływów preferencji

𝜙+(𝑎) =
σ𝑖=1
𝑀 𝜋 𝑎,𝑏𝑖

𝑀−1
; 𝜙−(𝑎) =

σ𝑖=1
𝑀 𝜋 𝑏𝑖,𝑎

𝑀−1

M – liczba alternatyw

5. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = 𝜙+ 𝑎 − 𝜙−(𝑎)

6. Analiza relacji zrównoważenia/kompensacji kryteriów

𝜙𝑗 𝑎 ≈ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 ∨ 𝜙𝑗 𝑎 ≪ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 ∨ 𝜙𝑗 𝑎 ≫ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎

7. Określenie średniego bezwzględnego odchylenia

𝑊𝑀𝐴𝐷 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 − 𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗 𝑠𝑗

sj – współczynnik zrównoważenia (kompensacji) dla j-tego kryterium

8. Obliczenie globalnych zrównoważonych wartości netto PROSA

𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 −𝑊𝑀𝐴𝐷(𝑎)

17
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Etapy PROMETHEE II

Procedura PROSA-C – Wariant II

1. Określenie odchyleń na podstawie porównań parami

𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑗 𝑎 − 𝑐𝑗 𝑏

𝑐𝑗 𝑎 – wydajność alternatywy 𝑎 na j-tym kryterium

2. Zastosowanie funkcji preferencji

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑓𝑘 𝑑𝑗 𝑎, 𝑏

fk - k-ta funkcja preferencji

3. Obliczenie przepływów preferencji dla pojedynczych kryteriów

𝜙𝑗 𝑎 =
σ𝑖=1
𝑀 𝑃𝑗 𝑎,𝑏𝑖 −𝑃𝑗 𝑏𝑖,𝑎

𝑀−1

M – liczba alternatyw

4. Obliczenie globalnych przepływów preferencji netto

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

5. Analiza relacji zrównoważenia/kompensacji kryteriów

𝜙𝑗 𝑎 ≈ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 ∨ 𝜙𝑗 𝑎 ≪ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 ∨ 𝜙𝑗 𝑎 ≫ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎

6. Określenie bezwzględnych odchyleń dla pojedynczych kryteriów

𝐴𝐷𝑗 𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 − 𝜙𝑗 𝑎 𝑠𝑗
sj – współczynnik zrównoważenia (kompensacji) dla j-tego kryterium

7. Obliczenie zrównoważonych wartości PROSA dla pojedynczych 

kryteriów

𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 = 𝜙𝑗 𝑎 − 𝐴𝐷𝑗 𝑎

8. Obliczenie globalnych zrównoważonych wartości netto PROSA

𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 = σ𝑗=1
𝑛 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

Rozszerzenie PROSA

19

Wszystkie alternatywy ze zbioru 𝐴 są porównywane parami pod względem 
kolejnych kryteriów 𝑐𝑗 i dla każdego takiego porównania wyznaczane jest 

odchylenie 𝑑𝑗, zgodnie z wzorem:

𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝑐𝑗 𝑎 − 𝑐𝑗 𝑏 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

gdzie 𝑐𝑗 𝑎 oznacza ocenę/wydajność alternatywy a pod względem kryterium 

𝑐𝑗.

Etap 1. Określenie odchyleń na podstawie porównań 

parami

20

1 4 cj

dj(a,b)=2,4

2 3
x

y

cj(a)=3cj(b)=0,6
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Dla każdego j-tego kryterium dobierane są funkcje preferencji 𝐹𝑗, pozwalające 

na przekształcenie odchylenia 𝑑𝑗 do wartości preferencji 𝑃𝑗 ∈ 0,1 :

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏 = 𝐹𝑗 𝑑𝑗 𝑎, 𝑏 , ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

Etap 2. Zastosowanie funkcji preferencji

1 4 dj(a,b)

0
1

Pj(a,b)

pq

Pj(a,b)=0,6
F(d2)

F(d3)

0
1

dj(a,b)=2,4

2 3
x

y

21

cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

qj cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

qj pj cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

0.5

pj cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

qj pj cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

rj cj(a) - cj(b)

Pj(a,b)
1

Zwykłe kryterium 
(prawdziwe kryterium)

Kryterium V-kształtne 
(prekryterium)

Kryterium U-kształtne 
(pół-kryterium)

Kryterium V-kształtne z obszarem 
nierozróżnialności (pseudo-kryterium)

Kryterium poziomu

Kryterium Gaussa

Na podstawie wartości preferencji 𝑃𝑗, dla każdej alternatywy pod względem 

każdego kryterium obliczany jest przepływ preferencji:

𝜙𝑗 𝑎 =
1

𝑀 − 1
෍

𝑖=1

𝑀

𝑃𝑗 𝑎, 𝑏𝑖 − 𝑃𝑗 𝑏𝑖 , 𝑎 , ∀𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

gdzie 

• 𝜙𝑗 𝑎 oznacza przepływ preferencji alternatywy 𝑎 nad każdą inną 

alternatywą dla j-tego kryterium,

• 𝑀 oznacza liczbę alternatyw. 

Wartości 𝜙𝑗 pozwalają uporządkować alternatywy oddzielnie dla każdego 

kryterium.

Etap 3. Obliczenie przepływów preferencji dla 

pojedynczych kryteriów

22

21

22
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Globalny przepływ preferencji netto dla każdej z alternatyw wyznaczany jest 
na podstawie wzoru:

𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 =෍

𝑗=1

𝑛

𝜙𝑗 𝑎 𝑤𝑗 , ∀𝑎 ∈ 𝐴

gdzie 𝑤𝑗 jest wagą j-tego kryterium, przy czym wagi są znormalizowane 

(σ𝑗=1
𝑛 𝑤𝑗 = 1).

Etap 4. Obliczenie globalnego przepływu preferencji 

netto

23

Normalizacja wag jest realizowana zgodnie z wzorem:

𝑤𝑗 =
𝑤𝑗

σ𝑗=1
𝑛 𝑤𝑗

, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

Uzyskane wartości 𝜙𝑛𝑒𝑡 są końcowym rozwiązaniem według metody
PROMETHEE II.

W metodach PROSA wyróżnia się trzy relacje zrównoważenia/kompensacji. 

• Zrównoważenie (≈) – zachodzi, gdy 𝜙𝑗 𝑎 ≈ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎

alternatywa a jest zrównoważona pod względem j-tego kryterium.

• Bycie kompensowanym (Cd) – zachodzi, gdy 𝜙𝑗 𝑎 ≪ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎

niska wydajność kryterium 𝑐𝑗 𝑎 jest kompensowana przez inne 

kryterium/kryteria (∃𝜙𝑗′ 𝑎 :𝜙𝑗 𝑎 𝐶𝑑 𝜙𝑗′ 𝑎 ).

• Kompensowanie (Cs) – zachodzi, gdy 𝜙𝑗 𝑎 ≫ 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎

wysoka wydajność kryterium 𝑐𝑗 𝑎 kompensuje niższą wydajność innego 

kryterium/kryteriów (∃𝜙𝑗′ 𝑎 : 𝜙𝑗 𝑎 𝐶𝑠 𝜙𝑗′ 𝑎 ).

Etap 5. Analiza relacji zrównoważenia/kompensacji 

kryteriów

24

Operatory << oraz >> oznaczają umowne relacje „znacznie mniejsze niż” oraz 
„znacznie większe niż”. 

Relacje te wyrażają subiektywny pogląd decydenta o tym czy wartość po lewej 
stronie operatora jest dużo mniejsza/dużo większa od wartości po prawej.

23

24
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Wartości bezwzględnego odchylenia wyznaczane są odrębnie dla każdego z 
kryteriów:

𝐴𝐷𝑗 𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 − 𝜙𝑗 𝑎 𝑠𝑗 , ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

gdzie 𝑠𝑗 jest współczynnikiem zrównoważenia (kompensacji) dla j-tego 

kryterium. 

Łatwo zauważyć, że:

• 𝑠𝑗 jest pewnego rodzaju współczynnikiem wagowym ([0,1]),

• 𝐴𝐷𝑗 𝑎 jest ważoną odległością globalnego rozwiązania 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 od 

rozwiązania jednokryterialnego 𝜙𝑗 𝑎 .

Etap 6. Określenie bezwzględnych odchyleń dla 

pojedynczych kryteriów

25

-0,4 10 0,4-1 0,2 0,6 0,8-0,2-0,6-0,8

fj fnet
ADj

Dla każdej alternatywy pod względem każdego kryterium, obliczana jest 
zrównoważona wartość PROSA:

𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 = 𝜙𝑗 𝑎 − 𝐴𝐷𝑗 𝑎 , ∀𝑎 ∈ 𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

gdzie 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 opisuje zrównoważenie alternatywy 𝑎 pod względem j-tego 

kryterium.

Etap 7. Obliczenie zrównoważonych wartości PROSA dla 

pojedynczych kryteriów

26

-0,4 10 0,4-1 0,2 0,6 0,8-0,2-0,6-0,8

fjPSVj ADj

Wartość 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 to wartość jednokryterialnego przepływu preferencji 𝜙𝑗 𝑎 , 

pomniejszona o ważoną wartość bezwzględnego odchylenia 𝐴𝐷𝑗 𝑎 . 

Im mniejsze odchylenie 𝐴𝐷𝑗 𝑎 , tym wartość 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 jest bliższa wartości 

𝜙𝑗 𝑎 . 

25

26
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Zrównoważona wartość PROSA netto jest wyznaczana wzorem:

𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 =෍

𝑗=1

𝑛

𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 𝑤𝑗 , ∀𝑎 ∈ 𝐴

Etap 8. Obliczenie globalnych zrównoważonych wartości 

netto PROSA

27

Im mniejsze odchylenie 𝐴𝐷𝑗 𝑎 , tym wartość 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 jest bliższa wartości 

𝜙𝑗 𝑎 . 

Idealnie zrównoważonym rozwiązaniem jest takie, dla którego zachodzi 
równość 𝜙𝑗 𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 , ∀𝑗 = 1,… , 𝑛 (wartość 𝐴𝐷𝑗 𝑎 = 0) 

Gdy 𝑃𝑆𝑉𝑗 𝑎 = 𝜙𝑗 𝑎 ,∀𝑗 = 1,… , 𝑛, wtedy zachodzi 𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡 𝑎 .

Teoretycznie współczynnik 𝑠𝑗 może przyjmować wartości z zakresu −∞,+∞ . 

Jeżeli wartość 𝑠𝑗 = 0 ∀𝑗 = 1,… , 𝑛: 𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 . = 𝜙𝑛𝑒𝑡 .

(otrzymuje się rozwiązanie PROMETHEE II zachowujące skalę [-1,1]).

Wartość 𝒔𝒋 > 𝟎 preferuje alternatywy silniej zrównoważone, a stopień 

kompensacji dla j-tego kryterium zmniejsza się.

Wartość 𝑠𝑗 < 0 preferowałaby alternatywy niezrównoważone.

𝑠𝑗 ∈ ሾ )0, +∞ zapewnia zachowanie skali ( ሿ−∞, 1 dla 𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 .

𝑠𝑗 ∈ ( ሿ−∞, 0 zapewnia zachowanie skali ሾ )−1,+∞ dla 𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 𝑎 .

Na drodze eksperymentów badawczych stwierdzono, że zalecanymi 
wartościami współczynnika zrównoważenia 𝒔𝒋 jest zakres [0,0.3] lub [0,0.5]. 

Jeżeli decydent chce bardziej premiować zrównoważone alternatywy, a nie 
jest dla niego istotne zachowanie skali [-1,1] dla 𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡, wtedy wartości 
współczynnika 𝒔𝒋 mogą być większe.

Współczynnik zrównoważenia/kompensacji 𝒔𝒋

28

27

28
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Gdy 𝑠𝑗 = 0.5, wtedy 𝜙𝑗 mają większy wpływ na ogólną wydajność (wartość

𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡) niż współczynnik zrównoważenia/kompensacji 𝑠𝑗.

Gdy 𝑠𝑗 = 1, wtedy 𝑠𝑗 ma silniejszy wpływ na rozwiązanie, niż wartości 𝜙𝑗.

Potwierdzeniem tej obserwacji jest fakt, że w przypadku 𝑠𝑗 = 1 wartość

𝑃𝑆𝑉𝑛𝑒𝑡 jest większa dla 𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 niż dla 𝜙3 > 𝜙1 = 𝜙2.

Współczynnik zrównoważenia/kompensacji 𝒔𝒋

29

𝑠𝑗 = 0 𝑠𝑗 = 0,5 𝑠𝑗 = 1

Porównanie wyników metod PROSA i PROMETHEE: 

eksploatacja rozwiązania

𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒂)=0,2-0,5+0,3=0

𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒃)=0,1-0,3+0,2=0

30

-0,4 10 0,4

– a
– b
* fSpołeczne

   fEk onomiczne

 fŚrodowiskowe

 ¦  fnet 

-1

* 
*

f
0,2 0,6 0,8-0,2-0,6-0,8

𝐴𝐷𝑆𝑝(𝑎)=|0-0,2|=0,2

𝐴𝐷𝐸𝑘(𝑎)=|0-(-0,5)|=0,5

𝐴𝐷Ś𝑟(𝑎)=|0-0,3|=0,3

𝑃𝑆𝑉𝑆𝑝(𝑏)=0,1-0,1=0

𝑃𝑆𝑉𝐸𝑘(𝑏)=-0,3-0,3=-0,6

𝑃𝑆𝑉Ś𝑟(𝑏)=0,2-0,2=0

𝑷𝑺𝑽𝒏𝒆𝒕(𝒃)=-0,2

-0,4 10 0,4

– a    – b
* fSpołeczne

   fEkonomiczne

 fŚrodowiskowe

 ¦  fnet 

|  PSVnet 

-1

* 
*

f
0,2 0,6 0,8-0,2-0,6-0,8

𝐴𝐷𝑆𝑝(𝑏)=|0-0,1|=0,1

𝐴𝐷𝐸𝑘(𝑏)=|0-(-0,3)|=0,3

𝐴𝐷Ś𝑟(𝑏)=|0-0,2|=0,2

𝑃𝑆𝑉𝑆𝑝(𝑎)=0,2-0,2=0

𝑃𝑆𝑉𝐸𝑘(𝑎)=-0,5-0,5=-1

𝑃𝑆𝑉Ś𝑟(𝑎)=0,3-0,3=0

𝑷𝑺𝑽𝒏𝒆𝒕(𝒂)=-0,333

𝒔𝒋 = 𝟏

29

30
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Φ2

PSVnet

Φ1

b
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Porównanie wyników metod PROSA i PROMETHEE: 

eksploatacja rozwiązania

𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒂)=𝝓𝒏𝒆𝒕(𝒃)=0,5

31

𝐴𝐷1(𝑎)=|0,5-0,1|*0,5=0,2

𝐴𝐷2(𝑎)=|0,5-0,9|*0,5=0,2

𝑃𝑆𝑉1(𝑎)=0,1-0,2=-0,1

𝑃𝑆𝑉2(𝑎)=0,9-0,2=0,7

𝐴𝐷1(𝑏)=|0,5-0,75|*0,5=0,125

𝐴𝐷2(𝑏)=|0,5-0,25|*0,5=0,125

𝑃𝑆𝑉1(𝑏)=0,75-0,125=0,625

𝑃𝑆𝑉2(𝑏)=0,25-0,125=0,125

𝒔𝒋 = 𝟎, 𝟓

𝝓𝟏(𝒂)=0,1
𝝓𝟐(𝒂)=0,9

𝝓𝟏(𝒃)=0,75
𝝓𝟐(𝒃)=0,25

𝒘𝟏 = 𝒘𝟐=0,5

𝑷𝑺𝑽𝒏𝒆𝒕(𝒂)=0,3

𝑷𝑺𝑽𝒏𝒆𝒕(𝒃)=0,375

Porównanie wyników metod PROSA i PROMETHEE: 

analiza wrażliwości – liniowe zmiany wag kryteriów

32

31

32
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PROSA rozszerza procedurę obliczeniową PROMETHEE II.

Umożliwia skorzystanie z funkcji preferencji stosowanych w PROMETHEE –
wpływ na stopień kompensacji i uwzględnienie niepewności preferencji. 

Stosuje normalizację kryteriów do skali [0,1] oraz umożliwia uzyskanie 
kompletnego rankingu alternatyw (bez nieporównywalności).

Umożliwia analizę wrażliwości rozwiązania na zmiany wag kryteriów i 
wydajności alternatyw na kryteriach.

Pozwala rozpatrywać problemy decyzyjne na poziomie kryteriów i wymiarów 
zrównoważenia.

Umożliwia deskryptywną analizę problemu decyzyjnego z zastosowaniem 
procedury GAIA.

Podsumowanie:

cechy metod PROSA – podobieństwa do PROMETHEE II

33

W przeciwieństwie do PROMETHEE, charakteryzuje się nieliniową 
wrażliwością na zmiany wag kryteriów. 

Dzięki ograniczeniu liniowej kompensacji kryteriów, zapewnia niższy od 
PROMETHEE II stopień substytucji, a tym samym silniejsze zrównoważenie.

Podobnie jak ELECTRE III z progiem veto, powoduje rangowanie dobrze 
zbalansowanych alternatyw przed alternatywami gorzej zbalansowanymi, co 
potwierdza niski stopień kompensacji [53].

Umożliwia bezpośrednie określenie stopnia kompensacji/siły zrównoważenia
kryteriów za pomocą wartości liczbowej. 

Pozwala na analizę wrażliwości rozwiązania na zmiany siły zrównoważenia 
kryteriów.

Podsumowanie: 

cechy metod PROSA – różnice względem PROMETHEE II

34

33

34
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PROSA - publikacje

35

Metoda NEAT F-PROMETHEE 

(New Easy Approach To Fuzzy PROMETHEE)

36

2: Opracowanie metody WWD, w jak największym stopniu radzącej sobie 
z niepewnością, poprzez uwzględnienie niepewności danych i umożliwienie 
jak najszerszej analizy niepewności.

35
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W literaturze naukowej dostrzec można różne próby połączenia teorii zbiorów
rozmytych z metodami PROMETHEE.

Na wejście metody PROMETHEE podawane są dane rozmyte, wyrażające
niepewne i nieprecyzyjne wartości alternatyw i ważności kryteriów.

W dalszych etapach stosowane jest jedno z dwóch podejść:

• Logika rozmyta stosowana jest na początku procesu decyzyjnego w celu
ujęcia niepewnych danych i wyostrzenia ich. Następnie ostre dane są
podawane na wejście klasycznej (ostrej) metody PROMETHEE. 

• Logika rozmyta jest włączona do procedury obliczeniowej stosowanej w 
PROMETHEE. Fuzzy PROMETHEE operuje na danych rozmytych, dając na
wyjściu rozmyte zagregowane wydajności alternatyw, które są wyostrzane 
dopiero w ostatnim kroku procedury [57].

Zbiory rozmyte i PROMETHEE

37

Jednym ze sposobów radzenia sobie z niepewnością jest zastosowanie 
zbiorów rozmytych.

Szereg implementacji daje możliwość zastosowania tylko wybranych funkcji 
preferencji, nie definiując metodyki postępowania dla wszystkich funkcji 
preferencji dostępnych w klasycznej metodzie PROMETHEE.

Problemem w wielu implementacjach jest niezachowanie skali [0,1] dla 

wartości ෩𝑃𝑗 i ෤𝜋 oraz skali [-1,1] dla 𝜙.

Niektóre implementacje nie definiują reguł porównywania liczb rozmytych 

(np. 𝑐𝑗( ෤𝑎)> 𝑐𝑗(෨𝑏)) i pozwalają stosować tylko wartości lingwistyczne, bez użycia 

naturalnych skal liczbowych dla kryteriów.

Wybrane implementacje stosują normalizację macierzy decyzyjnej powoduje 
problemy z właściwym zdefiniowaniem przez decydenta pożądanych wartości 
progów nierozróżnialności i preferencji.

Implementacje stosujące pewne rozszerzenia i uogólnienia zbiorów rozmytych 
(np. Intuitionistic, Hesitant, Axiomatic, type-2) charakteryzują się wysoką 
złożonością, a przez to trudnością użycia i interpretacji [57].

Niedoskonałości implementacji Fuzzy PROMETHEE

38

37

38
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Zgodność z założeniami klasycznej metody PROMETHEE odnośnie do 
stosowanych funkcji preferencji i zgodności ze skalą wykorzystywaną w 
klasycznej PROMETHEE:

• możliwość użycia podstawowych sześciu funkcji preferencji,

• zgodność ze skalą [0,1] dla wartości ෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 i ෤𝜋,

• zgodność ze skalą [-1,1] dla 𝜙.

Umożliwienie zastosowania wartości ostrych i rozmytych na ich naturalnych 
skalach oraz rozmytej skali lingwistycznej.

Brak stosowania normalizacji macierzy decyzyjnej, ponieważ taka normalizacja 
może powodować trudności z ustaleniem wartości progów preferencji.

Dostarczanie jak największej ilości wartościowych informacji dotyczących 
niepewności i nieprecyzyjności uzyskanego rozwiązania.

Prostota obliczeniowa, łatwość użycia i interpretacji wyników.

Założenia metody NEAT F-PROMETHEE

39

Jedną z podstawowych zalet metody PROMETHEE jest mała złożoność, 
prostota i przejrzystość procedury obliczeniowej oraz łatwość użycia [58].

Łatwość użycia metody i interpretacji wyników

40

Ze względu na prostotę obliczeń właściwe wydaje się oparcie 
opracowywanej metody na trapezowych liczbach rozmytych 
(TFNs):

• łatwość użycia i łatwość wyjaśnienia ich interpretacji 
osobom, które nie znają teorii zbiorów rozmytych [59], 

• wydajność obliczeniowa i łatwość pozyskania danych [60], 

• rozsądny kompromis między tendencją do utraty zbyt dużej 
ilości informacji i tendencją do wprowadzania zbyt 
skomplikowanych form aproksymacji [60].
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Trapezowa liczba rozmyta ෤𝑎 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 jest zdefiniowana funkcją 
przynależności 𝜇 ෤𝑎 𝑥 ∈ 0,1 :

𝜇 ෤𝑎 𝑥 =

𝑥−𝑎1

𝑎2−𝑎1
dla 𝑥 ∈ ሾ )𝑎1, 𝑎2

1 dla 𝑥 ∈ 𝑎2, 𝑎3
𝑥−𝑎4

𝑎3−𝑎4
dla 𝑥 ∈ ൧൫𝑎3, 𝑎4

0 dla 𝑥 ∉ 𝑎1, 𝑎4
𝑔𝑑𝑧𝑖𝑒 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ 𝑎3 ≤ 𝑎4

• jeżeli 𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 = 𝑎4, to ෤𝑎 jest liczbą ostrą, 

• jeżeli 𝑎1 = 𝑎2 oraz 𝑎3 = 𝑎4, to ෤𝑎 jest przedziałem liczbowym, 

• jeżeli 𝑎2 = 𝑎3, to ෤𝑎 jest trójkątną liczbą rozmytą [61].

Podstawowe operacje na TFNs

41

x

uã(x) 1

0 0

a1

a2 a3

a4

Suma i różnica TFNs także ma postać TFN. 

Iloczyn i iloraz TFNs daje przybliżoną TFN (wynik nie jest TFN) [62].
෤𝑎 ⊕ ෨𝑏 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ⊕ 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 = 𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, 𝑎3 + 𝑏3 , 𝑎4 + 𝑏4

෤𝑎 ⊖ ෨𝑏 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ⊖ 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 = 𝑎1 − 𝑏4, 𝑎2 − 𝑏3, 𝑎3 − 𝑏2, 𝑎4 − 𝑏1

෤𝑎 ⊗ 𝑟 = 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4 ⊗ 𝑟 = 𝑎1 × 𝑟, 𝑎2 × 𝑟, 𝑎3 × 𝑟, 𝑎4 × 𝑟

W PROMETHEE podczas stosowania funkcji preferencji przeprowadzane jest 
mapowanie liczb z przestrzeni X na Y.

Mapowanie preferencji w PROMETHEE 

42

W przypadku liczby ostrej, tylko jeden punkt jest mapowany z osi X na Y. 

W przypadku liczby trapezowej, mapowane są cztery punkty. 

Podczas dokładnego mapowania TFN powinien być rzutowany każdy punkt tej 
liczby, a nie tylko cztery punkty charakterystyczne. 

Uproszczone mapowanie może powodować, że uzyskane wartości będą 
niedokładne i będą tylko w przybliżeniu opisywały prawdziwą wartość liczby.
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TFN ሚ𝑑 = 𝑑1, 𝑑2, 𝑑3, 𝑑4 = (1,2,3,4),

jest mapowana z zastosowaniem liniowej 
funkcji preferencji (pseudo-kryterium) 
z parametrami: 𝑞 = 1.8 i 𝑝 = 3.4.

Funkcja mapująca dla pseudo-kryterium:

W przypadku uproszczonego mapowania: 
෩𝐹 𝑑 = 𝐹 𝑑1 , 𝐹 𝑑2 , 𝐹 𝑑3 , 𝐹 𝑑4 =

0,
2−1.8

3.4−1.8
,
3−1.8

3.4−1.8
, 1 = 0,0.125,0.75,1 .

Zgodnie z funkcją przynależności dla TFNs
[63], wartości liczby rozmytej we wskazanych 
punktach wynoszą 𝜇෩𝐹 ෩𝑑 𝑦 = 0,1,1,0 .

Uproszczone mapowanie preferencji 

w Fuzzy PROMETHEE 

43

෨𝐹 ሚ𝑑 = 𝐹 𝑑1 , 𝐹 𝑑2 , 𝐹 𝑑3 , 𝐹 𝑑4 =

0 dla 𝑑𝑡 ≤ 𝑞
𝑑𝑡 − 𝑞

𝑝 − 𝑞
dla 𝑞 < 𝑑𝑡 ≤ 𝑝

1 dla 𝑑𝑡 > 𝑝

𝑡 = 1,2,3,4

Dokładne mapowanie preferencji w Fuzzy PROMETHEE 

44

W przypadku dokładnego mapowania, dla 
określenia wartości w punktach 
0,0.125,0.75,1 , należy zastosować fun. [64]: 

𝜇 ෨𝐹 ෨𝑑 𝑦 = max
𝑦=𝐹 𝑥

𝜇 ෨𝑑 𝑥

Opierając się na maksymalnych wartościach 
𝜇 ෨𝑑 𝑥 w punktach 𝑞 i 𝑝, które wynoszą

𝜇 ෨𝑑 𝑞 =
𝑞 − 𝑑1
𝑑2 − 𝑑1

⇔ 𝑑1 < 𝑞 ≤ 𝑑2 =
1.8 − 1

2 − 1
= 0.8

𝜇 ෨𝑑 𝑝 =
𝑑4 − 𝑝

𝑑4 − 𝑑3
⇔ 𝑑3 ≤ 𝑝 < 𝑑4 =

4 − 3.4

4 − 3
= 0.6

łatwo zauważyć, że wartości liczby rozmytej 
w punktach 0,0.125,0.75,1 powinny 
wynosić 𝜇෩𝐹 ෩𝑑 𝑦 = 0.8,1,1,0.6 . 

Wobec tego uproszczone mapowanie 
generuje relatywnie duży błąd przybliżenia.
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Mapowanie preferencji w NEAT F-PROMETHEE 

45

W NEAT F-PROMETHEE wprowadzono korektę 
kształtu uzyskanej TFN, aby była ona jak 
najbliższa wynikowi precyzyjnego mapowania. 

Korekta dla pseudo-kryterium:

𝐹 𝑑2 = 0 gdy
𝑞 − 𝑑1
𝑑2 − 𝑑1

> 0.5 dla 𝑑1 < 𝑞 ≤ 𝑑2

𝐹 𝑑3 = 1 gdy
𝑑4 − 𝑝

𝑑4 − 𝑑3
> 0.5 dla 𝑑3 ≤ 𝑝 < 𝑑4

W przypadku rozpatrywanej w tym 

przykładzie liczby ሚ𝑑 korekta zachodzi dla: 

𝐹 𝑑2 = 0, ponieważ 
𝑞−𝑑1

𝑑2−𝑑1
= 0.8 > 0.5.

𝐹 𝑑3 = 1, ponieważ 
𝑑4−𝑝

𝑑4−𝑑3
= 0.6 > 0.5.

NEAT F-PROMETHEE rozpatruje rozmyte problemy decyzyjne, w których ujęty jest m-

elementowy zbiór rozmytych alternatyw ሚ𝐴 = ෤𝑎, ෨𝑏, … , ෥𝑚 i n-elementowy zbiór 

kryteriów 𝐶 = 𝑐1, 𝑐2, … , 𝑐𝑛 .

NEAT F-PROMETHEE pozwala stosować TFNs, liczby trójkątne, przedziały i liczby ostre.

Podstawowe informacje o NEAT F-PROMETHEE

46

NEAT F-PROMETHEE pozwala posługiwać się naturalnymi, rozmytymi wartościami 
kryteriów i skalami lingwistycznymi dla ocen alternatyw i wag kryteriów.
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Procedura NEAT F-PROMETHEE

47

1. Określenie rozmytych odchyleń na podstawie porównań parami

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑐𝑗 ෤𝑎 ⊖ 𝑐𝑗 ෨𝑏

𝑐𝑗 ෤𝑎 – wydajność alternatywy ෤𝑎 na j-tym kryterium

2. Zastosowanie funkcji preferencji

෩𝑃𝑗 ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑓𝑘 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏

fk - k-ta funkcja preferencji

3. Obliczenie zagregowanych rozmytych indeksów preferencji

෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = σ𝑗=1
𝑁 ෩𝑃𝑗 ෤𝑎, ෨𝑏 × 𝑤𝑗

wj - waga j-tego kryterium, n – liczba kryteriów

4. Obliczenie pozytywnych i negatywnych rozmytych przepływów preferencji

෪𝜙+( ෤𝑎) =
σ𝑖=1
𝑚 ෥𝜋 ෤𝑎,෪𝑏𝑖

𝑚−1
; ෪𝜙−( ෤𝑎) =

σ𝑖=1
𝑚 ෥𝜋 ෪𝑏𝑖, ෤𝑎

𝑚−1

m – liczba alternatyw

5. Obliczenie rozmytych przepływów preferencji netto (tylko NEAT F-PROMETHEE II)

෫𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 = ෪𝜙+(෤𝑎)⊖ ෪𝜙−(෤𝑎)

6. Budowa rankingu alternatyw

𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶 ෤𝑎 =
𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3

2 +𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4
2+ 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4 −𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1

2−𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2
2− 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2

3 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3 +𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4 −𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1 −𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2

Wszystkie alternatywy ze zbioru ሚ𝐴 są porównywane parami pod względem 
kolejnych kryteriów 𝑐𝑗 i dla każdego takiego porównania wyznaczane jest 

odchylenie ሚ𝑑, zgodnie z wzorem:

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑐𝑗 ෤𝑎 ⊖ 𝑐𝑗 ෨𝑏 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

gdzie 𝑐𝑗 ෤𝑎 oznacza rozmytą wartość alternatywy ෤𝑎 dla j-tego kryterium.

Etap 1. Określenie rozmytych odchyleń na podstawie 

porównań parami
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Wartość ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 jest mapowana z zastosowaniem wybranej funkcji preferencji 

f, należącej do sekwencji funkcji mapujących 𝐹 = 𝑓1, … , 𝑓6 :
෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑓𝑘𝑗

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

Etap 2. Zastosowanie funkcji preferencji

49

Stosowane funkcje preferencji 
(𝑡 = 1,… , 4):
Zwykłe (prawdziwe) kryterium (𝑓1):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 = ൝
0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 0

1 for 𝑑𝑗𝑡 > 0

Kryterium U-kształtne (półkryterium) (𝑓2):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 = ൝
0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑞𝑗
1 for 𝑑𝑗𝑡 > 𝑞𝑗

Kryterium V-kształtne (prekryterium) (𝑓3):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 =

0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 0

𝑑𝑗𝑡

𝑝𝑗
for 0 < 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑝𝑗

1 for 𝑑𝑗𝑡 > 𝑝𝑗

Kryterium poziomu (𝑓4):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 =

0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑞𝑗
1

2
for 𝑞𝑗 < 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑝𝑗

1 for 𝑑𝑗𝑡 > 𝑝𝑗

Kryterium V-kształtne z obszarem nierozróżnialności (pseudo-kryterium) (𝑓5):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 =

0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑞𝑗
𝑑𝑗𝑡 − 𝑞𝑗

𝑝𝑗 − 𝑞𝑗
for 𝑞𝑗 < 𝑑𝑗𝑡 ≤ 𝑝𝑗

1 for 𝑑𝑗𝑡 > 𝑝𝑗

Kryterium Gaussa (𝑓6):

෩𝑃𝑗 ෩𝑑𝑗 = 𝑃𝑗 𝑑𝑗1 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗2 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗3 , 𝑃𝑗 𝑑𝑗4 =

0 for 𝑑𝑗𝑡 ≤ 0

1 − exp
−𝑑𝑗𝑡

2

2𝑟𝑗2
for 𝑑𝑗𝑡 > 0

Zależnie od wybranej funkcji preferencji, mogą być stosowane progi: 
nierozróżnialności (𝑞𝑗), preferencji (𝑝𝑗) lub gaussowski (𝑟𝑗).

W NEAT F-PROMETHEE wykorzystywane są ostre wartości progów (𝒒𝒋,𝒑𝒋,𝒓𝒋), 

aby uniknąć dzielenia dwóch trapezoidalnych liczb rozmytych, co 
skutkowałoby niedokładnościami w obliczeniach i utratą informacji.

Etap 2. Zastosowanie funkcji preferencji

50

Wartość ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 jest mapowana z zastosowaniem wybranej funkcji preferencji 

f, należącej do sekwencji funkcji mapujących 𝐹 = 𝑓1, … , 𝑓6 :
෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑓𝑘𝑗

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛
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Wynik mapowania jest weryfikowany i korygowany jest błąd przybliżenia powstający 
podczas mapowania. Warunki wystąpienia korekty opisane są wzorem:

𝑃𝑗 𝑑𝑗2 = 0 𝑖𝑓
𝑢−𝑑𝑗1

𝑑𝑗2−𝑑𝑗1
> 0.5 dla 𝑑𝑗1 < 𝑢 ≤ 𝑑𝑗2

𝑃𝑗 𝑑𝑗3 = 1 𝑖𝑓
𝑑𝑗4−𝑣

𝑑𝑗4−𝑑𝑗3
> 0.5 dla 𝑑𝑗3 ≤ 𝑣 < 𝑑𝑗4

Zależnie od zastosowanej funkcji preferencji, współczynniki u oraz v przyjmują wartości:
• dla zwykłego kryterium: 𝑢 = 0, 𝑣 = 0,
• dla półkryterium: 𝑢 = 𝑞𝑗, 𝑣 = 𝑞𝑗,

• dla prekryterium: 𝑢 = 0, 𝑣 = 𝑝𝑗,

• dla kryterium poziomu i pseudokryterium: 𝑢 = 𝑞𝑗, 𝑣 = 𝑝𝑗,

• dla kryterium Gaussa: 𝑢 = 0, 𝑣 = ∞.

Etap 2. Zastosowanie funkcji preferencji

51

Wartość ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 jest mapowana z zastosowaniem wybranej funkcji preferencji 

f, należącej do sekwencji funkcji mapujących 𝐹 = 𝑓1, … , 𝑓6 :
෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑓𝑘𝑗

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛

Wartości ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 określają lokalne porządki dla każdej pary alternatyw w oparciu 

o system relacji preferencyjnych, zaproponowany przez Roy’a [65]:

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 0 - lokalna nierozróżnialność pomiędzy alternatywami ෤𝑎 oraz ෨𝑏 ( ෤𝑎 I ෨𝑏),

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 1 - lokalna ścisła preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 P ෨𝑏),

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = (0,1) - lokalna słaba preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 Q ෨𝑏),

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = ሾ )0,1 - lokalna J-preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 J ෨𝑏) - ( ෤𝑎 I ෨𝑏)( ෤𝑎 Q ෨𝑏),

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = ( ሿ0,1 - lokalna preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 ≻ ෨𝑏) - ( ෤𝑎 Q ෨𝑏)( ෤𝑎 P ෨𝑏),

• ෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 0,1 - lokalne przewyższanie ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 S ෨𝑏) - (a I b)(a Q b)(a P b).

Etap 2. Zastosowanie funkcji preferencji

52

Wartość ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 jest mapowana z zastosowaniem wybranej funkcji preferencji 

f, należącej do sekwencji funkcji mapujących 𝐹 = 𝑓1, … , 𝑓6 :
෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 = 𝑓𝑘𝑗

෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴, ∀𝑗 = 1,… , 𝑛
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Kolejnym etapem jest wyznaczenie zagregowanych indeksów preferencji :

෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 =෍

𝑗=1

𝑛

෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 ⊗𝑤𝑗 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴

gdzie 𝑤𝑗 jest zdefuzyfikowaną i znormalizowaną (σ𝑗=1
𝑛 𝑤𝑗 = 1) wagą j-tego kryterium.

Wagi muszą być znormalizowane do 1, aby zachować skalę [0,1] dla ෥𝝅 i [-1,1] dla 𝝓 ෥𝒂 .

Etap 3. Obliczenie zagregowanych rozmytych indeksów 

preferencji

53

W NEAT F-PROMETHEE wagi kryteriów są definiowane jako wartości lingwistyczne, 

którym odpowiadają trapezowe liczby rozmyte ෪𝑊𝑗 = 𝑤𝑗1, 𝑤𝑗2, 𝑤𝑗3, 𝑤𝑗4 . 

Przed obliczeniem ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 należy wyostrzyć wagi metodą środka ciężkości:

𝑤𝑗 ෪𝑊𝑗 =
𝑤𝑗3
2 + 𝑤𝑗4

2 + 𝑤𝑗3𝑤𝑗4 −𝑤𝑗1
2 − 𝑤𝑗2

2 − 𝑤𝑗1𝑤𝑗2

3 𝑤𝑗3 + 𝑤𝑗4 −𝑤𝑗1 − 𝑤𝑗2
, ∀𝑗 = 1, … , 𝑛

Ze względu na specyfikę metody środka ciężkości, jeżeli waga jest wartością ostrą, 
wtedy nie przeprowadza się defuzyfikacji. 

Defuzyfikacja wag kryteriów pozwala uniknąć powstania błędu przybliżenia podczas 
mnożenia rozmytej wagi ෪𝒘𝒋 𝒊 rozmytej preferencji ෪𝑷𝒋.

Etap 3. Obliczenie zagregowanych rozmytych indeksów 

preferencji

54

Zagregowane indeksy preferencji określają globalne porządki dla każdej pary alternatyw, 
w oparciu o system relacji preferencyjnych [65]:

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = 0 - globalna nierozróżnialność pomiędzy ෤𝑎 i ෨𝑏 ( ෤𝑎 I ෨𝑏),

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = 1 - globalna ścisła preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 P ෨𝑏),

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = (0,1) - globalna słaba preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 Q ෨𝑏),

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = ሾ )0,1 - globalna J-preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 J ෨𝑏) - ( ෤𝑎 I ෨𝑏)( ෤𝑎 Q ෨𝑏),

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = ( ሿ0,1 - globalna preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 ≻ ෨𝑏) - ( ෤𝑎 Q ෨𝑏)( ෤𝑎 P ෨𝑏),

• ෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 = 0,1 - globalne przewyższanie ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 S ෨𝑏) - (a I b)(a Q b)(a P b).

Kolejnym etapem jest wyznaczenie zagregowanych indeksów preferencji :

෤𝜋 ෤𝑎, ෨𝑏 =෍

𝑗=1

𝑛

෩𝑃𝑗 ෩𝑑j ෤𝑎, ෨𝑏 ⊗𝑤𝑗 , ∀ ෤𝑎, ෨𝑏 ∈ ሚ𝐴

gdzie 𝑤𝑗 jest zdefuzyfikowaną i znormalizowaną (σ𝑗=1
𝑛 𝑤𝑗 = 1) wagą j-tego kryterium.

Wagi muszą być znormalizowane do 1, aby zachować skalę [0,1] dla ෥𝝅 i [-1,1] dla 𝝓 ෥𝒂 .
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Etap czwarty polega na obliczeniu pozytywnych (෪𝜙+( ෤𝑎)) i negatywnych 

(෪𝜙−( ෤𝑎)) rozmytych przepływów preferencji:

෪𝜙+( ෤𝑎) =
1

𝑚 − 1
෍

𝑖=1

𝑚

෤𝜋 ෤𝑎, ෩𝑏𝑖 , ∀𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴

෪𝜙−( ෤𝑎) =
1

𝑚 − 1
෍

𝑖=1

𝑚

෤𝜋 ෩𝑏𝑖 , ෤𝑎 , ∀𝑎, 𝑏𝑖 ∈ 𝐴

Etap 4. Obliczenie pozytywnych i negatywnych 

rozmytych przepływów preferencji

55

Przepływy pozytywne ෪𝜙+ informują o tym, jak bardzo dana alternatywa
przewyższa pozostałe.

Przepływy negatywne ෪𝜙− mówią, jak bardzo określona alternatywa jest
przewyższana przez wszystkie inne [66].

Kolejny etap jest wykonywany tylko w metodzie NEAT F-PROMETHEE II, 
a polega on na obliczeniu rozmytych przepływów preferencji netto:

෫𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 = ෪𝜙+( ෤𝑎)⊖ ෪𝜙−( ෤𝑎) , ∀𝑎 ∈ 𝐴

Etap 5. Obliczenie rozmytych przepływów preferencji 

netto (tylko NEAT F-PROMETHEE II)
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Ranking ma precyzyjnie określać pozycje poszczególnych alternatyw, dlatego 
przed jego skonstruowaniem należy przeprowadzić wyostrzenie przepływów 
preferencji. 

Zarówno w przypadku ෫𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 , jak też ෪𝜙+( ෤𝑎) i ෪𝜙−( ෤𝑎), defuzyfikacja jest 
przeprowadzana z zastosowaniem metody środka ciężkości: 

𝜙+
𝐶
෤𝑎 =

𝜙+( ෤𝑎)3
2 + 𝜙+( ෤𝑎)4

2 + 𝜙+( ෤𝑎)3𝜙
+( ෤𝑎)4 − 𝜙+( ෤𝑎)1

2 − 𝜙+( ෤𝑎)2
2 − 𝜙+( ෤𝑎)1𝜙

+( ෤𝑎)2
3 𝜙+( ෤𝑎)3 + 𝜙+( ෤𝑎)4 − 𝜙+( ෤𝑎)1 − 𝜙+( ෤𝑎)2

, ∀𝑎 ∈ 𝐴

𝜙−
𝐶
෤𝑎 =

𝜙−( ෤𝑎)3
2 + 𝜙−( ෤𝑎)4

2 + 𝜙−( ෤𝑎)3𝜙
−( ෤𝑎)4 − 𝜙−( ෤𝑎)1

2 − 𝜙−( ෤𝑎)2
2 − 𝜙−( ෤𝑎)1𝜙

−( ෤𝑎)2
3 𝜙−( ෤𝑎)3 + 𝜙−( ෤𝑎)4 − 𝜙−( ෤𝑎)1 − 𝜙−( ෤𝑎)2

, ∀𝑎 ∈ 𝐴

𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶 ෤𝑎 =
𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3

2 + 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4
2 + 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4 − 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1

2 − 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2
2 − 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2

3 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 3 + 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 4 − 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 1 − 𝜙𝑛𝑒𝑡 ෤𝑎 2
, ∀𝑎 ∈ 𝐴

Etap 6. Budowa rankingu alternatyw

57

Ze względu na specyfikę metody środka ciężkości, jeżeli przepływ preferencji 𝜙
jest wartością ostrą, wtedy nie przeprowadza się defuzyfikacji.

Ranking NEAT F-PROMETHEE I konstruowany jest z wykorzystaniem następujących zasad:

• preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 ≻ ෨𝑏) zachodzi, gdy 𝜙+
𝐶
෤𝑎 ≥ 𝜙+

𝐶
෨𝑏

i 𝜙−
𝐶
෤𝑎 ≤ 𝜙−

𝐶
෨𝑏 , przy czym co najmniej jedna z nierówności musi być silna,

• nierozróżnialność pomiędzy alternatywami ( ෤𝑎 I ෨𝑏) występuje, gdy 

𝜙+
𝐶
෤𝑎 = 𝜙+

𝐶
෨𝑏 i 𝜙−

𝐶
෤𝑎 = 𝜙−

𝐶
෨𝑏 ,

• nieporównywalność pomiędzy alternatywami ( ෤𝑎 R ෨𝑏) ma miejsce, gdy 

𝜙+
𝐶
෤𝑎 > 𝜙+

𝐶
෨𝑏 i 𝜙−

𝐶
෤𝑎 > 𝜙−

𝐶
෨𝑏 lub 𝜙+

𝐶
෤𝑎 < 𝜙+

𝐶
෨𝑏 i 𝜙−

𝐶
෤𝑎 < 𝜙−

𝐶
෨𝑏 .

Etap 6. Budowa rankingu alternatyw

58

Metoda NEAT F-PROMETHEE II pozwala uzyskać pełny ranking alternatyw, bez relacji 
nieporównywalności, z zastosowaniem reguł:

• nierozróżnialność pomiędzy alternatywami ෤𝑎 oraz ෨𝑏 ( ෤𝑎 I ෨𝑏) zachodzi, 

gdy 𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶 ෤𝑎 = 𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶
෨𝑏 ,

• preferencja alternatywy ෤𝑎 nad ෨𝑏 ( ෤𝑎 ≻ ෨𝑏) występuje, gdy 𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶 ෤𝑎 > 𝜙𝑛𝑒𝑡𝐶
෨𝑏 .
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Podsumowanie wyników: mapowanie uproszczone, 

precyzyjne i z korektą dla różnych funkcji preferencji

59

Podsumowanie wyników: mapowanie uproszczone, 

precyzyjne i z korektą dla różnych funkcji preferencji
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Podsumowanie wyników: mapowanie uproszczone, 

precyzyjne i z korektą dla różnych funkcji preferencji

61

Wykres błędów podczas mapowania w rzeczywistym problemie decyzyjnym:

• błąd przybliżenia w 32 na 72 mapowania (44% przypadków),

• korekta wykonywana w 9 mapowaniach (12,5% przypadków, 28% sytuacji,
gdy mapowania są obarczone błędem).

Podsumowanie wyników: korekty w rzeczywistym 

problemie decyzyjnym

62

61
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Oparcie metody NEAT F-PROMETHEE na TFNs pozwala uchwycić niepewność 
preferencji, niepewność wag kryteriów i wartości alternatyw.

Metoda charakteryzuje się niską złożonością, a dzięki zastosowaniu TFNs jest 
łatwa w użyciu i umożliwia prostą interpretację uzyskanych wyników. 

Dzięki wprowadzeniu korekty przy mapowaniu, NEAT F-PROMETHEE daje 
precyzyjniejsze wyniki niż inne rozmyte implementacje PROMETHEE.

Precyzja wyników poprawiona też dzięki wyeliminowaniu mnożenia i dzielenia 
dwóch TFNs:

• zastosowano ostre wartości progów (𝑞𝑗,𝑝𝑗,𝑟𝑗), aby uniknąć dzielenia dwóch 

trapezoidalnych liczb rozmytych, np. ෩𝑑𝑗 ෤𝑎, ෨𝑏 i ෥𝑟𝑗,

• wprowadzono defuzyfikację wag kryteriów, aby uniknąć mnożenia rozmytej 

wagi ෦𝑤𝑗 𝑖 rozmytej preferencji ෩𝑃𝑗,

Normalizacja wag do 1 pozwala zachować skalę [0,1] dla ෤𝜋 i [-1,1] dla 𝜙.

Podsumowanie:

cechy metod NEAT F-PROMETHEE

63
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